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复杂系统可靠性评定先验分布的
样条函数估计
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摘要: 在经验Bayes理论的基础上,研究了利用样条函数拟合系统任务可靠度先验分布的方法。对W eibu ll、

指数和二项分布的三种试验结果,给出Bayes方法可靠性计算公式。最后给出的一个实例表明,该方法计算简

便、便于工程应用。
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Abstract: To acqu ire p roper p rio r d ist ribu t ion is a key p rob lem in comp lex system

Bayesian reliab ility evaluat ion. Based on the emp irica l Bayes theo ry, a sp line den sity fit t ing

fo r the p rio r funct ion of system ’s m ission reliab ility w as studied. T he reliab ility test data

based on W eibu ll, exponen t ia l and b inom ial d ist ribu t ion model w as analyzed, and reliab ility

evaluat ion fo rm u la w as p resen ted. F inally an examp le w as given to show th is m ethod is

simp le in calcu la t ion and u sab le fo r engineering app lica t ion.
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　　经验Bayes 的概念由 Robb ines[1, 2 ]提出, 他

在不对先验分布做任何假设的前提下给出参数的

Bayes 估计, 也就是说在经验Bayes 过程中未知

参数的先验分布形式是未知的。已经有多篇文章

对经验Bayes进行了探讨,并且对一些特殊的分

布函数族进行了估计,例如正态分布、均匀分布、

Pareto 分布、指数分布等。当系统寿命服从单参

数指数分布时,文献[ 3 ]利用样条函数理论给出失

效率先验分布的经验Bayes表示,但该方法进行

后验分析时用到失效率的充分统计量,这就给该

方法的应用带来极大的困难。例如当系统的寿命

分布为W eibu ll分布,其系统的现场试验样本量

较小或者试验中无失效数据时,无法求出参数的

极大似然估计,或者得不出极大似然估计的分布



函数。

本文基于经验Bayes理论,运用非参数样条

密度函数,估计出系统在任务时间 t0 时任务可靠

度 R 的先验分布 Πδ(R )。进而结合少量的现场试

验数据,运用Bayes方法对系统任务可靠性指标

进行分析。

选择样条密度函数主要是考虑如下两点: (1)

它可以给出未知参数先验分布的简单形式,并且

在该分布的基础上可以得到参数后验的简单解析

分布形式; (2)该先验分布有助于我们得出参数解

析形式的经验Bayes估计和后验风险。

假设系统进行了 n 次独立试验,这些试验可

能是仿真试验、类似产品试验、加速寿命试验等。

通过分析、折合[1 ] ,可得到与现场试验环境一致条

件下的系统试验数据。在进行了第 n+ 1 次试验

(为现场试验)后,需要对系统的可靠性进行评定。

此时可以运用Bayes方法,通过前 n 次试验得出

系统可靠性的先验分布,再结合第 n+ 1次试验数

据,运用Bayes公式进行分析。在先验信息分析过

程中,针对不同的数据采集方式,可以得出不同的

试验结果。例如对于截尾时间为 t0 的定时截尾寿

命试验, 第 i ( i= 1, ⋯, n )次试验中, 样本容量为

n i, 所得到的样本试验时间分别为 ti1, ⋯, tiri
,

ti, ri+ 1, ⋯, tin i
, 其中 r i 为失效次数, ti, ri+ 1 = ⋯= tin i

= t0。若系统的试验数据为任务时间 t0 的成败型

试验,则得到的试验数据为 (n i, r i)。前 n 次试验任

务可靠性 R 的估计 Rδi ( i= 1,⋯, n)可以通过运用

极大似然法等方法分析得出,也可由专家信息等

途径分析得出。本文以极大似然估计为例说明了

不同的试验数据,任务时间 t0 的可靠度R 的经验

Bayes分析方法。

1　先验密度估计

　　在寿命型试验数据中,若系统的寿命分布为

W eib ill分布,则由极大似然法[1 ]可以得出形状参

数 Β和尺度参数 Α的估计分别为:

Βδ- 1 =
6

n

i= 1
r i 6

ri

j= 1
tΒδ

ij ln tij + (n i - r i) tΒδ
iri

ln tiri 6
ri

j = 1
tΒδ

ij + (n i - ri) tΒδ
iri

- 6
n

i= 1
6

ri

j= 1
ln tij

6
n

i= 1
r i

(1)

Αδi =
6

ri

j= 1

tΒδ
ij + (n i - r i) tΒδ

iri

r i

1öΒδ

(2)

　　进一步,通过迭代求解 Βδ,可得出系统的任务

可靠性估计为:

Rδi = exp -
t0

Αδi

Βδ

( i = 1,⋯, n ) (3)

　　若系统的寿命分布为指数分布,则由极大似

然法可以得出失效率 的估计为:

Κδi = r i 6
n i

j= 1

ti, j (4)

　　进一步, 得出系统的任务可靠性 R 的估计

为:

Rδi = exp (- Κδi t0) (5)

　　在成败型试验数据 (n i, r i)下,可以直接得到

系统任务可靠性R 的极大似然估计为:

R
δ

i = 1 -
r i

n i
(6)

　　类似地,对于对数正态分布等其它连续型的
寿命分布函数,可以得出其参数 Η的极大似然估
计 Ηδ,进一步得出任务可靠性R 的估计R

δ
i (Ηδ, t0)。

在考虑上面验前数据的情况下, C iesielsk [4 ]

与 K rzykow sk i[5 ]提出了阶数 k≥2的样条密度估
计,该估计具有良好的优良性,这里引入组成步骤
所需的基本公式。
由参数R 极大似然估计Rδ1,⋯, Rδn 得出 R 的

k 阶样条密度函数记为Πδ(R ) ,如下所示。

Πδ(R ) = 6
sm

s= s0

as, hN
(k )
s, h (R )

R ∈ . < [ 0, 1 ] (7)

其中:

s0 =
R m in

h
- v - k

sm =
R m ax

h
- v + 1

其中:

v = 0　 (若 k 为偶数) ,

v = 015　 (若 k 为奇数)

a s, h =
1
n 6

n

j= 1
N

(k )
s, h (Rδj )

s = s0, s0 + 1,⋯, sm (8)
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N
(k)
s, h (R ) =

N 1 (R )　R ∈A 1 = [ (s + v ) h , (s + v + 1) h ]

N 2 (R )　R ∈A 2 = [ (s + v + 1) h , (s + v + 2) h ]

�

N j (R )　R ∈A i = [ (s + v + j - 1) h , (s + v + j ) h ]

�

N k (R )　R ∈A i = [ (s + v + k - 1) h , (s + v + k ) h ]

�

　0 o ther

(9)

N j (R ) = k 6
k

i= j

(- 1) k- i

i. (k - i) . (s + v + i) -
R
h

k- 1

　　 ( j = 1, 2,⋯, k ) (10)

　　且 K rzykow sk i[5 ]证明,当选择如下所示的窗

口函数时, Πδ(R )在所有 R∈. 上以概率 1接近真

实的验前密度函数。

h =
6

kn (n - 1) 6
n

j= 1

(Rδj - R
δ) 2 (11)

其中:

Rδ =
1
n 6

n

j = 1

Rδj

2　经验B ayes 估计

　　得出系统任务可靠性 R 的先验分布 Πδ(R )
后,即可以此为基础,结合第 n+ 1次试验数据,进
行系统可靠性的Bayes分析,下面分别对指数分
布、W eibu ll分布和二项分布进行分析。当系统寿
命分布为其它寿命分布类时,可类似进行分析。
在复杂系统的研制过程中,由于产品的可靠

性通常较高,而且试验成本较大,因此投入的样本

量较小,每个样本投试的时间较长 (加延试验)。设

系统的第 n+ 1次试验为逐步随机截尾试验[6 ] ,其

截尾时间共有m 个,分别为 t1,⋯, tm。记N i ( i= 1,

⋯, m )为第 n+ 1次试验中在 ti ( i= 1,⋯, m )时刻

所投入的样本量, k i ( i= 1, ⋯, m )为失效个数, 将

试验的结果记为D ata,则似然函数为:

L (D ataûR 1,⋯, R m ) =

7
m

i= 1

(1 - R i) k iR N i- k ii (12)

　　其中: R i= R ( ti) ( i= 1,⋯, m )为系统在 ti 时

刻的可靠度, 系统的寿命分布通常取指数分布、

W eibu ll分布两种形式。下面分别进行说明。

当系统的寿命分布为指数分布时,由:

R = exp (- Κt0)

则:

R i = e- Κti = R tiöt0

得出似然函数为:

L (D ataûR ) =

7
m

i= 1

(1 - R tiöt0) k iR
(N i- k i

) ( tiöt0) (13)

　　当系统的寿命分布W eibu ll分布时, 由 R =

exp [ - ( t0öΑ) Β ], 在W eibu ll分布形状参数 Β给

定的条件下, R i= e
- ( tiöΑ) Β

= R
( tiöt0) Β

,则 (12)式的似

然函数改写为:

L (D a taûR , Β) =

7
m

i= 1

(1 - R
( tiöt0) Β

) k iR
(N i- k i

) ( tiöt0) Β
(14)

　　将 Β的极大似然估计 Βδ代入 (14)式,得出:

L (D ataûR ) =

7
m

i= 1

(1 - R
( tiöt0) Βδ

) k iR
(N i- k i

) ( tiöt0) Βδ

(15)

　　当m = 1, tm = t0 时即为常见的定时截尾寿命

试验,可以运用二项分布参数的Bayes分析方法

进行分析,此时 (12)所示的似然函数简化为:

L (D ataûR ) = (1 - R ) k1R
(N 1- k1) (16)

　　在指数分布和W eibu ll 分布两种寿命试验

下,定义 r = 6
m

i= 1

k i ,若已知系统的 r次失效的失

效时间 Σj ( j = 1, 2,⋯, r) ,则式 (13)和式 (15)的似

然函数分别为:

L (D ataûR ) = 7
r

j= 1

-
ln R

t0
R

(Σj öt0) 7
m

i= 1
R

(N i- k i
) ( tiöt0) (17)

L (D a taûR ) = 7
r
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ln

1
R
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tΒ
0

R
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(18)
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3　第 n+ 1次试验后系统可靠性的后验推断

　　在式 (14～ 18)所示的似然函数下,系统可靠度R 的后验分布[2 ]为:

Π(R ûD ata) =
Πδ(R )L (D ataûR )

∫
( R

Πδ(R )L (D a taûR ) dR
(19)

其中: ( R 为R 的定义区间。

运用式 (19)可计算得到系统可靠度的点估计、置信区间估计等[1 ]。当系统试验无失效数据时,令 k i

= 0, ( i= 1,⋯,m )代入 (19)式计算即可。

将 (7)代入 (19)得到:

Π(R ûD ata) =
6

sm

s= s0

a s, hN
(k)
s, h (R )L (D ataûR )

∫
( R

Πδ(R )L (D a taûR ) dR
= 6

sm

s= s0

a3
s, hM

(k )
s, h (R ) (20)

其中:

M
(k )
s, h (R ) = N

(k )
s, h (R )L (D ataûR )　,　s = s0, s0 + 1,⋯, sm (21)

a3
s, h =

as, h

I (0)　,　s = s0, s0 + 1,⋯, sm (22)

I (0) =∫
( R

Πδ(R )L (D a taûR ) dR = 6
sm

s= s0

a s, h∫
( R

N
(k)
s, h (R )L (D ataûR ) dR (23)

　　得出R 的Bayes估计为:

R
δ

B = I (1) öI (0) (24)

R 的方差为:

va r = I (2) öI (0) - [ I (1) öI (0) ]2 (25)

其中:

I (1) =∫
( R

R Πδ(R )L (D a taûR ) dR = 6
sm

s= s0

a s, h∫
( R

RN
(k)
s, h (R )L (D ataûR ) dR (26)

I (2) =∫
( R

R Πδ(R )L (D ataûR ) dR = 6
sm

s= s0

as, h∫
( R

R 2N
(k )
s, h (R )L (D a taûR ) dR (27)

4　仿真实例

　　考虑如下的例子,以此检验基于 k 阶样条密

度函数的经验Bayes估计的可行性和优良性,以

及考察 k 对估计结果的影响,现采用如下的步骤

进行:

(1) 假设对尺度参数 Α为 311625 6, 形状参

数 Β为 2 的W eibu ll分布进行寿命试验,仿真试

验次数为 n= 10,每次试验所含样本数 ,由极大似

然法分别得出 10个尺度参数的估计 Αδ1,⋯, Αδ10为

321930 8, 331168 1, 331553 9, 301290 8, 301430

7, 341712 7, 381927 6, 311010 4, 321618 3,

271525 5。形状参数的估计为 11999 9。

(2) 由公式 (3)得出任务时间为 10 h 可靠性

的估计为 01911 9, 01913 1, 01915 0, 01896 7,

01897 6, 01920 4, 01936 1, 01901 2, 01910 3,

01876 3。
(3) 由式 (7)得出区间 [ a , b ] = [R m in - kh ,

R m ax+ (k+ 1) h ]上的R 的样条函数估计 Πδ(R )。

( 4) 通过仿真得到系统的第 11 次试验数据

为截尾数据, 截尾时间为 10 Hou r, 得到 10 个样

本, 其中 2 个失效, 失效时间分别为 91023 7 h,

91314 9 h。

(5) 由 Πδ(R )及式 (20)求出经验验后分布 Π
(R ûD ata)。

(6) 由式 (24)和 (25)得出 R 的Bayes估计和

方差。计算得出如表 1所示的任务可靠性评定结

果。图 1和图 2分别给出当 k = 2和 k= 10的先、
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后验密度函数图示。

从表 1可以看出随着样条函数阶数 k 的增加

Bayes估计的方差逐渐减小。由图 1、2可以看出,

随着 k 的增加,密度函数的平滑程度增强。

图 1　k= 2时先、后验分布密度函数

F ig. 1　T he p rio r, po sterio r pdf of R w hen k= 2

图 2　k= 10时先、后验分布密度函数

F ig. 2　T he p rio r, po sterio r pdf of R w hen k= 10

由真实数据,系统的任务可靠性为 01904 8。由极

大似然法的出系统的任务可靠性估计为 01816 8,

将试验数据作为成败型试验结果进行分析,得到

任务可靠性为 018,从评估结果表 1 可看出该方

法的估计精度较高。

表 1　不同阶数 k 下系统可靠性分析结果

Table 1　The system rel iabil ity analysis result a t d ifferen t degree k

k [a , b ] RδB V ar (×10- 4)

2

3

4

5

6

7

8

9

10

[01857 3, 01964 6 ]

[01853 2, 01966 9 ]

[01849 5, 01969 6 ]

[01846 3, 01972 1 ]

[01843 3, 01974 6 ]

[01840 6, 01976 9 ]

[01838 7, 01978 4 ]

[01835 8, 01981 1 ]

[01834 3, 01982 3 ]

01904 77

01904 75

01904 75

01904 75

01904 75

01904 75

01904 75

01904 75

01904 75

21565 25

21569 68

21568 81

21568 80

21568 79

21568 79

21568 78

21568 78

21568 78
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